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LIGO-GW150914 (10 pont)

A Fo6ldon keresztulhalad6 gravitacios hullamokat (gravitational wave, GW) el8sz6r a LIGO obszervatéri-
umban észlelték 2015-ben. A GW150904-nek elnevezett eseményt két egymas korul kozelitéleg korpa-
lyan keringd fekete lyuk altal keltett gravitacios hullamok valtottak ki. Ebben a feladatban ennek a fekete
lyuk rendszernek néhany fizikai paraméterét kell megbecsulnéd az észlelt jelek alapjan.

A Rész: Newtoni (konzervativ) palyak (3.0 pont)

A1 Tekintsiink egy két csillagbdl allé rendszert, ahol a csillagok tdmege M, M,, 1.0pt
poziciéjuk pedig a tdmegkozépponti rendszerben 7, 7, tehat

M7y + Myry =0. )

A két csillag el van szigetelve a vilagegyetem tobbi részétél, és nem relativiszti-
kus sebességgel mozog. A Newton-torvények segitségével az M, tdmeg gyor-
sulas vektora kifejezhet6 a

d°7,
de2

alakban, ahol r; = ||,y = |F5|. Hatarozd meg azn € N és az a = a(G, My, M,)
mennyiségeket, ahol G a gravitacids allandd [G ~ 6.67 x 107''N m? kg2].

=—a—, (2)
T

A.2 Korpalyak esetén a két tdmegpont rendszer teljes energiaja 1.0pt
B = A0, -G 3)
alaku, ahol
— M1M2 —
N:M1+M2’ M*M1+M27 (4)

rendre a rendszer redukdt témege és teljes tomege, QQ mindkét tétmegpontnak a
szogsebessége, L pedig a tomegpontok egymastdl mért tavolsaga, L = ry +rs.
Hatdrozd meg az A(u, Q, L) egyutthaté konkrét alakjat!

A3 A (3) egyenlet az E = BG ML egyszer(ibb alakban is felirhat6. Hatdrozd mega s 1.0pt
szamot!

B Rész: A relativisztikus disszipacio figyelembevétele (7.0 pont)

A gravitaci6 pontos leirdsat Einstein adta meg 1915-ben az Altaldnos Relativitdselméletben, ami szerint a
gravitacios hatas fénysebességgel terjed. A gravitaciés kdlcsénhatas kdzvetitdi a gravitacios hullamok,
GW-k (gravitational waves). A GW-ket gyorsuld tdémegek bocsatjak ki, mikézben a kibocsaté rendszer
energiaja csokken.

Tekintslink egy két tdomegpontbdl allé rendszert, ami el van szigetelve a vildagegyetem tobbi részétél.

Einstein megmutatta, hogy elegend&en kis sebességek esetén a kibocsatott GW-kre teljesul, hogy: 1)
frekvencidjuk a tdmegpontok keringési frekvenciajanak kétszerese; 2) a rendszer gravitacios luminozi-
tasat, tehat a gravitacids hullamok formajaban kibocsatott P teljesitményt az Einstein-féle kvadrupdl
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formulaval leirhaté tag dominalja:

G S [ dPQ,; d?Q;;
?ZMZZ< dt3j> ( dt3j> ' )

Itt c a fénysebesség, ¢ ~ 3 x 108 m/s. Egy két, egymaskoril az » — y sikban keringé tomegpontbdl allé
rendszer esetén a @,; elemeket a kovetkezd tablazat adja meg (i, j a sor, oszlop indexek):

2 M, 2 M, 2 M,
Qi = Z === (22% —yh) Qqp = Z = (2y5 — %) Q33 = — Z (@4 +vh) (6)
et =8 et
2
Qi2 = Qo = Z Mazsya, (7)
A=1

és Q;; = 0 minden mas esetben. A képletekben (z,,y,) az A tomegpont pozicitja a tomegkdzépponti
koordinata-rendszerben.

B.1 Az A2 részfeladatban szerepl6 kérpalyak esetében a @,; elemek a kovetkez6  1.0pt
alakban adhatéak meg a ¢ id6 fiuggvényében:

L? itj pL? .
Q= “2 (a; + b, coskt) , Qi = M2 c;jSinkt . (8)
Hatarozd meg k-t Q fuggvényében, valamint add meg az a;, b;, c;; allanddk szam-

értékét!

B.2 Szamold ki a vizsgalt rendszer altal gravitacios hulldmok formajaban kibocsatott  1.0pt
P teljesitményt, és az eredményt ird fel

P gg,ﬂmm 9)

alakban! Mennyi a ¢ egyutthato értéke? [Ha nem tudod meghatarozni ¢-t, akkor
a kovetkez6kben hasznald a £ = 6.4 értéket!]

B.3 GW-k kibocsatasanak hianyaban a két tdmegpont végtelen hosszu idén keresz-  1.0pt
tal allando korpalyan kering egymas korul.
Azonban a GW-k kibocsatasaval a rendszer energiaja csokken, és ennek kovet-
keztében lassan csdkken a korpalyak sugara is.
Mutasd meg, hogy a keringési sz6gsebesség 9 valtozasi sebessége az

do)’ o
(dt) = (3¢)” =5 (GM.)’, (10)
egyenlettel irhato le, ahol M, az ugynevezett chirp témeg. Add meg M-t M és
u fuggvényeként! Ez a tdmeg hatarozza meg a keringési frekvencianak a palya-
sugar csokkenésével jard ndvekedését. [A ,chirp”, magyarul ,csiripelés” elneve-
zést a magas, novekvé frekvenciaju jel madarfidkak csiripeléshez val6 hasonlo-
saga indokolja.]
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B.4 Az elb6z6ek alapjan add meg a kapcsolatot az Q2 keringési szégsebesség és a  2.0pt
GW-ek fqw frekvenciaja kozott! Ismert, hogy ha egy sima F'(¢) fUggvényre a # 1
esetén teljesul, hogy
dF(t
PO _xpee = PO =x1-a)t— 1), (11)
ahol x konstans, és ¢, egy masik (integralasi) alland6. Ezt hasznalva mutasd
meg, hogy a (10) formulabdl a GW-k frekvenciajara a

N GM, (2/3)+p
S8 — gsiae ( R )

formula adodik, és hatarozd meg a p allandoét!

(tg —t)%7P (12)

2015. szeptember 14-én a LIGO, ami két 4 km hosszu, L alakban elhelyezkedd karbdl all, észlelte a
GW150914 jelet. A karok relativ hossza az 1. abran lathaté mddon valtozott meg. A detektor karjai egye-
nesen aranyosan reagalnak az athaladé gravitaciés hullamra, igy az észlelt jel alakja hasonlé a gravitacios
hullam formajahoz. A hullamokat két egymas korul kozelitéleg kér alaku palyan kering6 fekete lyuk kel-
tette; a gravitacids sugarzas miatti energiacsékkenés a palyak sugaranak csékkenéséhez és végul a két
fekete lyuk Utkdzéséhez vezetett. Az 1. dbran az Gitkozés pillanata nagyjabdl a jel D pont utani cstcsanal
van.

1. Abra: A LIGO detektor karjainak relativ hosszvaltozasa, H1. A vizszintes tengelyen az idé
van, és az A, B, C, D pontok rendre a ¢t = 0.000,0.009, 0.034, 0.040 masodperchez tartoznak.

B.5 Az abra alapjan hatarozd meg az fg(¢) frekvenciat a 1.0pt
tg + ta , tp +tc
B és iz = 5 (13)

id6pillanatokban! Feltételezve, hogy a (12) formula alkalmazhaté egészen az
Utkdzés pillanataig (ami szigortan véve nem igaz), és feltételezve, hogy a két
fekete lyuk tdmege azonos, becsild meg a rendszer M, chirp tdmeget és teljes
tomegét naptdmegq, azaz M, ~ 2 x 10*° kg egységben!
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B.6 Becslld meg a ket fekete lyuk minimalis tavolsagat a t= id6pillanatban! Ennek  1.0pt
alapjan adj egy R,,.x felsé korlatot az objektumok sugarara! Vesd 6ssze a ka-
pott eredményt a Nap R, ~ 7 x 10° km sugaraval, azaz add meg az R /Ry
aranyt! Ezutan hatarozd meg a vizsgalt pillanatban az objektumok v, keringési
sebességét is, és hasonlitsd ezt a fénysebességhez, azaz add meg v /c-t!

Végsd kovetkeztetésként levonhatjuk, hogy a rendszert alkoto testek valéban nagyon gyorsan mozgé,
nagyon kompakt objektumok!



